Glnther Sigle

EINE SEMIOTISCHE BEMERKUNG ZUR AXIOMATISCHEN UND
KONSTRUKTIVISTISCHEN GRUNDLEGUNG DER ARITHMETIK

Ein Hauptanliegen der mathematischen Grundlagenforschung besteht
bekanntlich in der widerspruchsfreien Begriindung der Arithmetik als
der Theorie der Kardinalzahlen.

Im wesentlichen gibt es dazu zwei Ansdtze:

Den axiomatisch-formalistischen (logizistischen, mengentheoretischen)
Aufbau, wie ihn Mathematiker und Logiker wie z .B. Frege, Russell,
Hilbert, und der Bourbaki-Kreis (vgl. /1/, S. 69ff) bevorzugen, sowie
den konstruktivistischen Versuch, die Arithmetik zu begriinden, von
Mathematikern wie Heyting, Brouwer, Quine und Lorenzen (vgl. /6/ und
/5/, S. 104ff).

In diesem Aufsatz soll nun gezeigt werden, wie sich diese Begriindungs-
versuche unter Verwendung des in /8/ entwickelten semiotischen Sys-
tems darstellen lassen. Dabei kommt zum Ausdruck, daB "die Zahl eine
Kette ist, welche die Mathematik an die reale Welt bildet" (R. Good-
stein, zitiert nach /1/, S. 64).

Ausgangspunkt des formalistischen Aufbaus der Mathematik bildet ein
System der Axiome, als wahr angenommene Sdtze, die gewisse Bedingungen
(z.B. ihre Widerspruchsfreiheit) erfiillen miissen. Hier schon bietet
sich eine Fille von verschiedenen, in sich konsistenten Moglichkeiten
an, diese auszuwdhlen; und entsprechend viele Richtungen innerhalb

der axiomatischen Mathematik lassen sich erkennen (vgl. /7/, S. léff,
/2/, S. 51). Ausgangspunkt ist dabei die Anwendung eines Axiomensys-
tems, dem die Zeichenklasse Zkl (Axiom): 3.3 2.3 1.3 entspricht.

(Auf die Fragwiirdigkeit dieser Zeichenklasse aufgrund der Arbeiten

K. Godels will ich hier nicht eingehen, vgl. dazu /2/, S. 150ff,
205ff) .

Diesem Formalismus des logischen Kalkiils steht der Schematismus der
Reprdsentation gegeniber. Durch Konstruktion wird das aktual-Unend-

liche ausgeschlossen .Wurde vorher deduktiv vom Mengenbegriff ausge-
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gangen, wird hier nun konstruktiv aus dem Repertoire selektiert.

Der konstruktive ProzeB 1dBt sich morphogenetisch-semiotisch be-
schreiben (vgl. /2/, S. 41 u. /3/, S. 13). Jedem konstruktiven An-
satz liegt der Ubergang vom Zdhlstein, den die amerikanische Archio-
login D. Schmandt-Besserat in ihrem Aufsatz zur Schriftentwicklung
(Journal of Archeology, 1979) beschreibt, zur Ziffer und weiter zur
Zahl zugrunde:

Zkl (Z&hlstein): 3.1 2.1 1.2 X Rth 2.1 1.2 1.3

wird dberfihrt in

Zkl (Ziffer) : 3.1 2.1 1.3 X Rth 3.1 1.2 1.3

und weiter in

Zk1l (Zahl) ¢ 3.1 2,2 1s3 X Rt- 3.1 2,2 1.3

Wenn man dabei Parallelen zu dem prd-dsthetischen ProzeB findet,

der vom Repertoire zur Zeichenklasse des dsthetischen Zustandes
fihrt, so konnte die Ableitung der Zahl aus dem axiomatischen An-
satz offenbar dem post-dsthetischen ProzeB entsprecﬁen.

(Vgl. dazu die Vorlesung liber Asthetik von Prof. M. Bense im Winter-
semester 1984/85 an der Universitdt Stuttgart.)

Im Falle der konstruktiven Begrindung der Zahlen beschreibt die
Superisation einen AbstraktionsprozeB. Dagegen ‘erhdlt man im axio-
matisch-deduktiven System die Zahl durch semantische Interpretation
des formalen Kalkiils, es erfolgt eine Konkretisierung (Replikabildung,
Retrosemiosen) .

So zeigt sich, daB sowohl der axiomatische als auch der konstruk-

tive Aufbau zu derselben Zeichenklasse fir die Zahl fihrt, diese also

in samtlichen Theorien derselben Art von Realitdt angehort.

Allenfalls 1Bt sich die Realitdtsthematik der Zahl im
konstruktiven Falle als I + M + O them. I, im

axiomatischen Falle als M + I + 0 them. M

interpretieren.

(vgl. dazu /2/, S. 26, wo die Kardinalitdt (Mdchtigkeit), die
Ordinalitdt (Nachfolge) und die Relationalitéf (Konnex) der Zahl
erldutert wird, deren Realitdtsthematik man nun als

M + 0 them., I fir die Kardinalitdt

I + M them, 0 fir die Ordinalitdt

I + 0 them, M fir die Relationalitdt
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ansehen kann) .

Aus dem obigen 13dBt sich ersehen, daB sich Vollstdndigkeits- und
Widerspruchsfreiheitsprobleme nur im Bereich des axiomatisch-forma-
listischen Ansatzes ergeben. Widerspriiche konnten bei Retrosemiosen
auftreten, und so werden die von K. Godel in /4/, S. 347ff, gefundenen

Schwierigkeiten des Formalismus verstdndlich.

Der konstruktive Ansatz vermeidet diese Schwierigkeiten, indem er
vom Zdhlstein, letztlich also von der Qualitdt, ausgeht. Bei den in
der semiotischen Untersuchung des Prozesses auftretenden Semiosen

konnen keine Widerspriiche auftreten.
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