Jorge Bogarin
DER PEIRCE-FUNKTOR: "AMPHECK"

1. Die 'alte’ und die ’'neue’ Logik

Nachdem die Logik - seit Aristoteles - fir mehr als 2000 Jahre
"keinen Schritt riickwdrts hatte tun dirfen" bzw. "keinen Schritt
vorwdrts hatte tun konnen" und als "geschlossen und vollendet"
(Kant) angesehen wurde, kamen doch im 19. und 20. Jahrhundert Ver-
besserungen, die nicht nur "zur Eleganz der Wissenschaft" gehorten,

sondern wirkliche und wichtige Ergdnzungen darstellten, hinzu.

Die "neue Logik" (Carnap) ist in der zweiten Hdlfte des vorigen
Jahrhunderts entstanden - obwohl schon Leibniz die Idee einer
mathematischen Logik entwickelt hatte - und wurde in diesem Jahr-
hundert weiterentwickelt. Als Pioniere dieser Entwicklung gelten
unter anderen die folgenden Wissenschaftler: De Morgan, Boole,
Frege, Peirce, Peano, Whitehead und Russell. Das Erscheinen der
"Principia Mathematica" (1910-1913) von Whitehead und Russell

markierte einen Hohepunkt in der Entstehung der neuen Logik.

2. Peirce und die neue Logik

Die wissenschaftlichen Beitrdge von Peirce im Bereich der mathe-
matischen Logik waren bedeutend. Nur als Beispiele seien die
folgenden zitiert (nach Scholz):

a) Die Einfiihrung - 1883, mit 0.H. Mitchell - der "Quantifikatoren",
d.h. Zeichen fir "fir alle.." (Allquantor bzw. Generalisator) und
Zeichen fir "es gibt wenigstens.." (Existenzquantor bzw. Partikulari-
sator). )

b) Das Peircesche Wahrheitskriterium

(p => q) = p. = p
c) Die Einfilihrung des distributiven Gesetzes in die Klassenlogik.
d) Umfassende Beitrdge zur Relationenlogik.
e) Die "Wahrheitsmatrix" bzw. "Wahrheitstafel" hat Peirce zum ersten

Mal gebraucht.
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f) Die "existential graphs".

g) Die "Logik mit einer Konstanten",

Viele von diesen wichtigen Entdeckungen Peirces blieben aber zu-
ndchst unbekannt. Schuld daran ist unter anderen die Tatsache, daf
nur wenige seiner Arbeiten zu Lebzeiten publiziert wurden. Die
"Collected Papers" erschienen erst ab 1931, also 17 Jahre nach
seinem Tod. )

Ich werde hier nur eine dieser Entdeckungen behandeln, und zwar den
Funktor, den Peirce in seiner oben erwdhnten "Logik mit einer
Konstanten" benutzt hat. Dazu mochte ich zundchst kurz einige Grund-

begriffe der Aussagenlogik in Erinnerung bringen.
3. Die Aussagenlogik

3.1 Wahrheitswerte

Die Aussagenlogik ist die erste Stufe der mathematischen Logik,

in der Operationen mit Aussagen untersucht werden. In der zwei-
wertigen Aussagen-Logkik wird angenommen, daB jede Aussage entweder
wahr oder falsch ist (Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten) und daB
es keine Aussage gibt, die sowohl wahr als auch falsch ist (Prinzip
vom ausgeschlossenen Widerspruch). Jede Aussage gehort entweder der
Klasse aller falschen Aussagen oder der Klasse aller wahren Aus-
sagen an. Diese Klassen nennt man Wahrheitswerte und sie werden mit

W bzw. F bezeichnet.

3.2 Die Funktoren

Man kann die Aussagen mit Hilfe von sogenannten aussagenlogischen
Verknipfungen (bzw. Funktoren oder Junktoren) zu neuen Aussagen
verbinden. (Heute werden vier einstellige Funktoren und 16 zwei-
stellige Funktoren genannt.)

Die klassischen Funktoren sind:

non (nicht) hier symbolisiert mit =

et (und) Pl

vel (oder - (inclusiv)) vV
q

seq (wenn .. so) —
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aq (genau dann wenn) hier symbolisiert mit 4——>

Diese Funktoren besitzen die Eigenschaft, daB die Wahrheit bzw.
Falschheit der zugeordneten Aussagen nur von der Wahrheit bzw.

Falschheit der zugehorigen Argumente abhdngt.

3.3 Wahrheitstafel
Diese Eigenschaft konnen wir durch die folgende sogenannte Wahr-
heitstafel (bzw. logische Matrix), die lbrigens auch eine Ent-

deckung von Peirce ist, wiedergeben:

P 9 [P PAg Pv g P—gq p<>q
wow F W W W W
Fow W F W W F
woF F F W F F
FOF W F F W W

3.4 Definierbarkeit

Es 148t sich nun zeigen, daB alle Wahrheitsfunktionen (Junktoren)
durch A und "

bzw. durch v und A

bzw. durch =" und A

ausgedriickt werden konnen. Z.B.

PAG: = (apv 1q); pvg: = 1(pA 1q);

p —>q: APV q; pé>q: = (p >q) A (g =p).

1

Aus diesem Grund nennt man die Junktorenmenge { 0, A } bzw.
iﬂ' v} bzw. {Tfél funktional vollstdndige Junktorenmenge (Hermes).
Mit Hilfe dieser Aquivalenzen von Junktoren lassen sich Beweise in

vielen Fdllen vereinfachen.
4, Der Sheffersche Strich

1913 wurde in den "Transactions of the American Mathematical
Society" ein Aufsatz von H.M. Sheffer publiziert: "A set of five
independent postulates for Boolean algebras,..." , in dem ein

Funktor vorgestellt wurde, durch den alle andere Funktoren
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definierbar waren. Dieser Funktor ist heute als "Sheffer-Funktion"
bzw. "Shefferscher Strich" bekannt und wird durch "/" repridsentiert.

Die Wahrheitstafel fir den Shefferschen Strich ist die folgende:

p g [ (p1aq)
woow F
Fooow W
woF ]
F F W

Der Sheffersche Strich ist dquivalent zu der Negation der Konjuktion
(von p und q, also 1(p Aq)). Er wird deshalb auch als "NAND-
Funktion" bezeichnet (aus Not AND).

Ferner ist zu bemerken, daB der Sheffersche Strich kommutativ, aber

nicht assoziativ ist, wie das folgende Beispiel zeigt.

(Wilwl F=F\F
W iw il F) =Ww1W

n
m o=

Die finf klassischen Junktoren (und alle anderen) lassen sich durch

folgende Aquivalenzen definieren:

Tp=plop

pAaq::=(p1rqg)l (pIq)
pvgqg:=(puvp)lt(qg1q)

p=>q:=p l(p1q)

P 1) 11 1@ i1g])

n

Die Entdeckung dieses Funktors war ohne Zweifel nicht nur fir die
theoretische Logik von Wichtigkeit. Aber war es eigentlich eine

Entdeckung von Sheffer?
5. Die Entdeckungen von Peirce

5.1 Der erste Schritt
Schon 1880, also 33 Jahre vor dem Erscheinen von Sheffers Artikel,
schrieb Peirce ein Paper, in dem er sich dariiber beklagte, daB die

geldufige logische Notation "eine unndtige Anzahl von Zeichen"

22



gebrauchte. (Dieser Arbeit hatten die Herausgeber der "Collected
Papers" den Namen "A boolean Algebra with one constant" gegeben

und sie zwischen den unveroffentlichten logischen Schriften
Peirces im 4, Band publiziert). Peirce hat in diesem Aufsatz ver-
sucht, die Anzahl der,Zeichen auf ein Minimum zu reduzieren, und

ist dabei zu einem System gelangt, das nur ein einziges Zeichen
braucht. Er hat zundchst kein spezielles Zeichen fiir den Junktor
eingefiihrt, sondern vielmehr eine Regel fiir die Schreibweise der
Formeln angegeben: Eine Aussage, die fiir sich allein geschrieben

wird, wird behauptet (asserted). Zwei Aussagen die als Paar vorkommen,

werden gleichzeitig negiert.

p = P
pq:= I pAIq (bzw. 2 (p v q))
pp:= A pATP (bzw. Ap)

Die Operation wird zum ersten Mal nicht durch einen Junktor, sondern
bloB durch das Neben-einander-stehen gezeigt. Erst wenn die molekula-
ren Aussagen komplizierter werden, werden Kommata, Semikola und
Klammern gebraucht (diese gelten selbstverstdndlich nicht als
Junktoren an sich, sondern als (visuelle) "syntaktische Hilfsmittel").
Die Peirce-Funktion (so wird der Funktor heute genannt) ist &qui-
valent zu der Negation der Disjunktion von p und g (also gleich

T(p vq)). Sié wird deshalb auch NOR-Funktion genannt (aus Not OR).

Die entsprechende Wahrheitsmatrix ist: (pf = Peirce-Funktion)
P q pf (p,q)

w w F

F w F

W F F

F F W

Alle Formeln des "Calulus" werden durch Entwicklungs- und Eli-
minationsregeln erhalten. (Fir Peirce ging es nicht nur um den
Funktor, sondern auch um die Moglichkeit, universelle und parti-
kuldre Aussagen durch diese Copula zu unterscheiden). Am Ende des

Artikels gibt Peirce die Definitionen der (klassischen) Junktoren
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durch seinen einzigen Funktor. Bevor ich diese angebe, mochte ich

noch einen anderen Aufsatz von Peirce hier erwdhnen.

5.2 Der zweite Schritt

Der zweite Artikel, der hier relevant ist, wurde 1902 datiert (also
immer noch 11 Jahre vor dem Aufsatz von Sheffer) und erschien auch
im 4, Band der "Collected Papers", der Titel: "The Simplest
Mathematics". Hier hat Peirce seinen Junktor in einem anderen ‘
Zusammenhang prdsentiert. Die Darstellung ist jetzt genauer: der
Junktor bekommt einen Namen "ampheck" und ein Zeichen "eb ", die
Aquivalenzen werden ausfihrlich gezeigt.

Ich werde im Folgenden die Definitionen der Junktoren durch den
Peirce-Funktor in beiden Schreibweisen, von 1880 und von 1902, an-

geben. (Statt A und B bzw. « und y gebrauche ich p und q)

1880 1902
ap pp p b P
PAg pPpP;qq p b p cbq ebg
Pvyg Pq;pPq p b q cbp kg
p=>q PP,q;PP,q (q b pcbop) b (qeb p ebp)
p&q P,qq; PP,q (pebgebq) b (pelopebq)

Diese Funktion ist heute als "Peirce-Funktion" oder "Peircescher
Pfeil" (auch"Nicod-Funktion") pekannt und wird durch " ¢ " symboli-
siert. Sie erfiillt dieselben Bedingungen wie der Sheffersche Strich,
wurde aber 33 Jahre friher entdeckt. V

Der Peircesche Pfeil ist kommutativ, aber nicht distributiv, denn

es ist z.B. !

(FY F) I W=W{_W=F
FV(F Y W=FVF

Das ist aber noch nicht alles, Im selben Artikel von 1902 gibt
Peirce die folgende Definition: (ich benutze p und q statt X und y)

ApVvidq is (peb pek qebq)els (pebpebbqelbg) or p I q

24



LS

Ja, der "Sheffersche Strich" wird hier als dquivalent zu -—lpv A q
eingefiihrt und dafiir das Symbol " £ " gebraucht. Peirce hat also
beide Junktoren entdeckt! Ausdricklich hat er auBerdem betont, daB
sich alle anderen Aussagen auch durch dieses Zeichen (bzw. Funktor)

definieren lassen, da.ja p ¢ q folgendermaBen definiert werden kann:

pq:=(pxp £ qZq) T(pxp T qzxq)

Beide Junktoren stehen dariiberhinaus in einer interessanten Be-
ziehung zueinander. Schauen wir uns die entsprechenden Wahrheits-

tafeln an:

der Sheffersche Strich der Peircesche Pfeil

Man bemerkt, daB ’ ¢/ * und ’ { ’ die folgende Formel erfiillen
(mit ms«2 und z.B, ¥ = Peirce-Pfeil, § = Sheffer-Strich):

CW, .o W) =non ( ® (non (Wy) <. non (W ))

¥ heiBt die zu § duale Funktion (Asser) und wird mit 3 ( ® ) be-
zeichnet. Die Abbildung & ist involutorisch, d.h. 3 ( 5 ( §)) =9
Es ist S (L) = | aber 3( & (L)) =1

AuBerdem ist die Beziehung der Dualitdt symmetrisch, d.h. wenn #f
dual zu @ ist, dann ist @ dual zu ¥ .

In unserem konkreten Fall:

S (/) =Vvund S(y) =/

Der Peircesche Pfeil und der Sheffersche Strich sind also dual zu-

einander. Das kann mit folgenden Beispielen veranschaulicht werden:

WLF = 7AW IF)) = A(FLW) = 1(W) =F
FYF = A(C3(F)1 1(F)) = 2 (WIW) = (F) =W
Wl W= (1w yaw)) = a(FLF) = (W) =F
FUws= Ca(F) L W) = a(WLF) = (F) =W
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6. Der "Ampheck" und die Kybernetik

Zunichst moéchte ich noch auf die Wichtigkeit der (beiden)Peirceschen
Funktoren fir die Kybernetik hinweisen. Die Tatsache, daB es moglich
ist, alle (zweistelligen) Wahrheitsfunktionen durch eine einzige zu
ersetzen, bedeutet, daB man alle logischen Schaltungen aus einigen
wenigen Bauelementen aufbauen kann. Beliebige speicherfreie Schalt-
systeme lassen sich sowohl unter ausschlieBlicher Verwendung von
NAND-Gliedern als auch unter ausschlieBlicher Verwendungen von

NOR-Gliedern realisieren (G. Klaus).

Schaltbelegungstabelle und Symbol eines NAND-Gliedes (Sheffer-F)

Xy X2 ¥
0 0 L Xa
’ Y
L 0 L
o L L .
LS
L L O

Schaltbelegungstabelle und Symbol eines NOR-Gliedes (Peirce-F)

Xg %2 ¥
0 0 L
x4
L 0 O ' Yy
0L O ——
X
L L O

Realisierung der Peirce-Funktion durch Sheffer-Elemente
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So wie Peirce die Anzahl der (Fundamental-)Kategorien auf drei be-
schrdnkt hat, so hat er auch die Anzahl der Junktoren auf ein Mini-
mum reduziert. Darin sehe ich eine konsequente Anwendung von
"Ockhams Razor" (Peirce sagte, daB es niemals einen verninftigeren
Grundsatz des wissensechaftlichen Verfahrens als diesen gab). Also:
ENTIA NON SUNT MULTIPLICANDA PRAETER NECESSITATEM,

7. Der "Ampheck" und das Zeichen

Eine interessante Problematik ist sicherlich der Zusammenhang zwischen
dem "Ampheck" und der Zeichentheorie Peirces. Der erstere wurde im
Rahmen der booleschen Algebra entdeckt, die letztere hat ihre Wurzel

in der Relationenlogik. Eine Frage taucht sofort auf: ist der "Ampheck"
eine zweistellige- oder eine dreistellige Relation?

Vom logischen Standpunkt aus stellt der "Ampheck" eine zweistellige
Relation dar, er verbindet ja zwei negative Aussagen. Das wird
deutlich, wenn wir die zu ihm dquivalente Formel betrachten: 71p A q.

Somit hat die Logik alles gesagt. Wie ist es aber mit der Semiotik?

Vom semiotischen Standpunkt aus ist der "Ampheck" eine dreistellige
Relation, sonst wdre er ja kein Zeichen. Die drei Bezlige sind in der
Tat vorhanden. Ohne detaillierte Begriindung stelle ich die Hypo these
auf, daB es sich um ein rhematisch-symbolisches Legizeichen handelt.
D.h. ein konventionelles Zeichen (M), das mit seinem Objekt (0)
weder durch gemeinsame Eigenschaften (Abbildung) noch durch kausale
oder nexale Verbindungen, sondern durch freie (willkiirliche, aber
konventionalisierte) Entscheidung der Interpreten zusammenhdngt.

Der Kontext (I) ist offen. Eine Formel, die mit einem "Ampheck"
gebildet ist, hat zwei leere Stellen,die mit Argumenten(bzw. Werten)
ausgefillt werden missen. Erst dann, wenn die Argumente eingesetzt
worden sind, wird die Formel zur Aussage, das Rhema zum Dicent.

In der numerischen Schreibweise:

Zk1 Rth Rpw

3.1 2.3 1.3 x 3,1 3.2 1.3 13

Die durch Dualisierung erhaltene Realitdtsthematik ist ein interpre-
tanten-thematisiertes Mittel;der Objektbezug kommt also nur indirekt
vor, als Stellenwert der Zeichenklasse. Wir haben es mit einer

post-dsthetischen Zeichen- bzw. Realitdtsthematik zu tun, was der
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hohere Reprdsentationswert 13 belegt.Dieser Wert liegt lber dem
Reprisentationswert des wo llstdndigen Objekts (und des Asthetischen
Zustands bzw. des Zeichens als solchem). Der konventionelle-intel-
ligible Charakter ist also dominant, was auf eine akzentuierte
Rolle des Interpreten bei der Zeichen-Setzung hinweist. Weitere
Uberlegungen in diese Richtung wdren natlirlich von groBem Wert;
ich werde sie in einer kiinftigen Arbeit fortsetzen.

Entscheidend ist aber zu bemerken, wie unterschiedlich die Be-
trachtungen der Logik und der Zeichentheorie sind. Ein- und dasselbe
Zeichen wird einmal als zweistellige Relation und einmal als drei-
stellige aufgefaBt. Das ist selbstverstdndlich kein Widerspruch,
obwohl es paradox klingen mag. Die verschiedenen Erkldrungsstufen
zu verwechseln, wirde bedeuten, Unterschiede in den Wortern mit
Unterschieden in den Objekten zu verwechseln. Offensichtlich ist
also die semiotische Erkldrungsstufe umfassender als die logische,
das heiBt, die logische ist auf die semiotische Stufe reduzierbar,

aber nicht umgekehrt.
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