
Herbert Heyer 

ÜBER ASYMPTOTISCH FEHLERFREIE ÜBERTRAGBARKEIT 
VON INFORMATION 

Der vorliegende Beitrag möge als erweiterte Synopse einer Vorlesung 

Aufnahme finden, welche der Autor an der Universität Tübingen für 

Studenten der Mathematik und mathematikbezogener Nebenfächer gehalten 

hat, wobei der methodische Zugang elementar, also ohne Heranziehung 

maßtheoretischer Hilfsmittel, gewählt wurde. Wie bekannt sind jedoch 

elementare Methoden nicht notwendigerweise gedanklich anspruchslos. 

Diese Erfahrung machen Hörer und Dozent auch am Gegenstand der In­

formationstheorie, sobald mit geringem mathematischen Aufwand außer­

halb der Mathematik entstandene Begrif~e wie Entropie oder Kapazität 

in ihrer Komplexität in einer für Praktiker wie Theoretiker befriedi­

genden Weise präzise eingeführt werden sollen. Ist di'e Einführung der 

Begriffe gelungen, stellt sich als nächstes die Aufgabe, auch die Be­

weise der die Theorie konstituierenden Ergebnisse elementar zu führen. 

Daß dies ehrgeizige Ziel erreicht werden konnte, verdankt der Verfasser 

den ideenreichen zeitlich dicht aufeinander folgenden Vorlagen von K. 

Winkelbauer ( [6], [ 7], [ 8]), W. Böge ( [2]) und R. Ahlswede ([1]). 

Bei den so beschriebenen Anstrengungen dürfte verständlich sein, 

daß der Autor gelegentlich davon träumt, im Hörsaal neben wohl moti­

vierten Studenten auch hochverehrte Kolleginnen und Kollegen anzu­

treffen, die in ihrer von der Mathematik eher entfernten Forschungs­

tätigkeit der Informationstheorie begegnen und das Bedürfnis_ haben, 

ihre Vorstellungen von den Grundbegriffen vertiefen zu wollen. Eine 

in diesem Sinne ideale Hörerin wäre Elisabeth Walther-Bense, mit der 

der Autor seit mehr als zwei Dekaden über Probleme der theoretischen 

Ästhetik, auch über Informationsästhetik, im Gespräch ist. Und wenn 

sie schon keine Hörerin sein kann, so soll sie wenigstens Leserin 

werden ... dieser Synopse, die ich ihr in freundschaftlicher Verbunden­

heit zueigne. 

1. Skizze des Zugangs. Die Informationstheoie hat ihren Ursprung in 

der Nachrichtentechnik. Sie hat die mathematische Behandlung von 

Fragen zum Gegenstand, welche bei der Speicherung, Umformung und 
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Ubermittlung von Nachrichten (Information) auftreten. Das Hauptproblem 

der Informationstheorie läßt sich wie folgt beschreiben: Gegeben sei 

eine aus Sender und Empfänger (Mund-Ohr, Mikrophon-Lautsprecher) zu­

sammengesetzte Vorrichtung zur Ubermittlung von Nachrichten, ein soge­

nannter Kanal. In dieser Vorrichtung treten Störungen statistischer 

Natur auf (Rauschen), die es unmöglich machen, am Ende des Kanals 

exakt zu bestimmen, welches die am Anfang des Kanals eingegebene Nach­

richt war. In der Tat wird in diesem Modell stets vorausgesetzt, daß 

jeder derartige Identifikationsversuch mit Fehlerwahrscheinlichkeiten 

belastet ist. Die sich sodann stellende Aufgabe besteht im Bemühen, 

die hier auftretenden Fehlerwahrscheinlichkeiten zu minimieren. Etwas 

genauer ~äßt sich diese Aufgabe so formulieren: Es geht um die Uber­

tragung von Nachrichten, welche die Gestalt von Worten über einem 

(endlichen) Alphabet besitzen. Dabei wird für jede festgewählte Wort­

länge eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der Worte dieser Länge vorge­

geben, die sogenannte Quellverteilung. Im Kanal entstehen aus den ein­

gegebenen Worten wiederum Worte über einem möglicherweise weiteren 

(endlichen) Alphabet, die mit gewissen Ubergangswahrscheinlichkeiten 

ausgegeben werden. Es interessiert nun die Frage, ob zu einer beliebig 

gewählten Zahl E> o durch W~hl einer hinreichend großen Wortlänge und 

durch geeignete Verschlüsselung (Kodierung) der Nachrichten vor Ein­

gabe in den Kanal sowie durch geeignete Entschlüsselung (Dekodierung) 

der Nachrichten ,nach Ausgabe am Kanalende erreicht werden kann, daß 

die Nachricht nach Entschlüsselung höchstens mit der Wahrscheinlichkeit 

~E von der NaGhricht vor Verschlüsselung abweicht. Das bahnbrechende 

Resultat von C.E. Shannon aus dem Jahre 1948 (Siehe [ 5]) besagt, daß 

diese Frage für gewisse Klassen von Quellverteilungen (ergodische) 

und für gewisse Typen von Kanälen (stationäre ohne Vorgriff) positiv 

beantwortet werden kann, sofern die mittlere Entropie der Quelle echt 

kleiner ist als die Kapazität des Kanals, und daß die Antwort negativ 

ist, falls die umgekehrte Ungleichung vorliegt. Zu Beginn der 60er 

Jahre zeigte nun K. Winkelbauer, daß die Aussage des Satzes von 

Shannon für periodische, also inbesondere für stationäre Quellen 

richtig bleibt, und W. Böge wies später nach, daß sogar periodische 

und zugleich abklingende Kanäle zugelassen werden können. Allerdings 

erforderten diese Verallgemeinerungen die Einführung 'neuer Qualitäts­

maßstäbe für Quellverteilungen und Kanäle. An die Stelle der mittleren 
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Entropie trat die allgemeiner gefaßte Sperrigkeit und an die Stelle 

der Kapazität das ebenfalls allgemeiner gültige Trennvermögen. Die 

bedeutende Leistung Shannons, die in dem ihm zugeschriebenen Haupt­

satz der Informationstheorie zum Ausdruck kommt, ist die zum Zeitpunkt 

der Entdeckung überraschende Einsicht, daß eine einzige reelle Skala, 

also eine total geordnete Menge, genügt, um auf ihr vermöge Sperrig­

keits- und Trennrate die Ubertragbarkeit bzw. Nichtübertragbarkeit 

von Nachrichten ablesen zu können. 

2. Der mathematische Rahmen. Die für das Verständnis der nachfolgenden 

Ausführungen notwendigen mathematischen Hilfsmittel beziehen sich im 

wesentlichen auf die Begriffe der Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 

einer nichtleeren endlichen Menge X sowie des stochastischen (Markoff) 

Kerns von X nach einer weiteren endlichen Menge Y. Beide Begriffe sind 

grundlegend für jede Einführung in die Elemente der (diskreten) Wahr­

scheinlichkeitstheorie, wovon man sich etwa in den handlichen Schriften 

[3] und [4] überzeugen kann. Für die G~samtheit der Wahrscheinlichkeits­

verteilungen auf X benützt man die Abkürzung M(X). Ein Kanal Q von X 

nach Y (in Zeichen Q:X~Y) ist eine Abbildung x r-> Qx von X in M(X). 

Im Modell der Informationstheorie repräsentieren die Mengen X und Y 

das Eingangs- bzw. Ausgangsalphabet, und das Rauschen im Kanal drückt 

sich darin aus, daß für jede Menge ACY die Zahl Qx(A) gerade die 

Wahrscheinlichkeit dafür angibt, daß der empfangene Buchstabe in A 

liegt, wenn der Buchstabe xex gesendet wurde. Man spricht dann zu­

sammenfassend von der (stochastischen) Matrix (Qx( {y} ))xex,yeY der 

Ubergangswahrscheinlichkeiten Qx({y}), zumal per definitionem 

L Q ({y} ) = 1 
yeY X 

gilt. Als nächstes wird zu gegebener Quellverteilung PeM(X) eine neue 

Wahrscheinlichkeitsverteilung P*Q auf x xy (also ein Element aus M(XXY)) 

durch die Festsetzung 

P*Q ({ (x,y) } ) := P( {x} )Q _({y}) 
rx 

für alle (x,y)exx y erklärt. Ihr Wert an der Stelle (x,y) repräsentiert 

die Wahrscheinlichkeit dafür, daß xex bei gegebener Quellverteilung P 

gesendet und yeY empfangen wird. 
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Kanäle Q: Xc--t Y und R: Y~ Z (für weitere nichtleere endliche 

Alphabete Y,Z) lassen sich komponieren zu einem Kanal QR:X~Z gemäß 

(QR)x({z}) • - 2: Qx ( {y } ) Ry ( { z } ) , 
yeY 

wenn immer xeX und zez. Ein für die Anwendungen besonders wichtiger 

Typ von Kanälen sind die deterministischen Kanäle~ die von (Punkt) 

Abbildungen erzeugt werden. Genauer gesagt ist der von einer Ab­

bildung f:X~Y erzeugte Kanal [ f]:X~Y definiert durch die Festlegung 

{ 
1, falls y=f(x) 

o, falls y~f(x). 

Man nennt in dieser Situation f den (deterministischen) Erzeuger des 

Kanals [f]. Das Vorschalten bzw. Nachschalten deterministischer 

Kanäle ermöglicht, wie später auszuführen sein wird, die Kodierung 

bzw. Dekodierung von Nachrichten. 

3. Fehlerwahrscheinlichkeit. Zu gegebener Quellverteilung P8M(X) 

und gegebenem Kanal Q: Xr-, Y erklärt man die Fehlerwahr scheinlichkeit 

(bzgl. P und Q) als die Zahl 

o (P,Q) := (P*Q) ( { (x,y)eX xY: x ty}). 

Ist speziell YC X, so gibt o (P,Q) die Wahrscheinlichkeit dafür an, 

daß der empfangene Buchstabe vorn gesendeten verschieden ist und somit 

ein Fehler vorliegt. 

Sind nun weitere Mengen Z und U vorgelegt, so zeigt man 

3.1 daß deterministische Kanäle [f] :x,_,y und [g] :Z~U mit Erzeugern 

f:X~Y bzw. g:z~u e x istieren, so daß für alle Kanäle Q 1 :X~Y und 

Q1 1 :ZrqU die Ungleichung 

0 ( p I [ f J Q [ g] ) ~ 0 ( p 1 Q I QQ I I ) 

erfüllt ist. Hieraus folgert man 

3.2 daß deterministische Kanäle bzgl. der Fehlerwahrscheinlichkeit 

optimal sind und daß das über alle Kanäle Q 1 X,._,Y und Q 1 1 
: Z ,.." U er­

streckte Infirnurn 
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E ( p 1 Q) : = in f 8 ( p 1 Q 1 QQ 1 1 
) 

für deterministische Kanäle angenommen wird. 

Wird also U:=X gesetzt, so e x istieren Abbildungen f:X~Y und 

g:z~ x derart, daß 

E ( P 1 Q) = 8 ( [ f] Q [ g] ) . 

Mit den Bezeichnungen Verschlüsselung (Kodierung) und Entschlüsselung 

(Dekodierung) für die Abbildungen f bzw. g besagt diese Gleichheit, 

daß zu den Vorgaben einer Quellverteilung PeM(X) und eines Kanals 

Q:X~Y Kodierung und Dekodierung (deterministisch) so gewählt werden 

können, daß die Wahrscheinlichkeit für Ubertragungsfehler minimal 

wird. 

4. Sperrigkeit einer Quellverteilung. Es sei PeM(X) eine Quellver­

teilung. Für jede Wahl von A. e[o,1] heißt die Zahl 

SpA. (P) := min { lAI :P(A) ~ 1-A.} , 

wobei das Minimum über alle Teilmengen A von X erstreckt wird, die 

A. - Sperrigkeit (A. -Kardinalität) von P. 

Zunächst ist die Abbildung A. ~> SpA. (P) von [o,1] in die Menge 

~+ der nichtnegativen ganzen Zahlen monoton fallend, und es gilt 

4.1 Sp1 (P) = o 

4.2 Sp A. (P) ~ 1 

sowie 

für alle A. e [ o, 1[. 

Offenbar ist SpA. (P) ein Maß für die Unbestimmtheit, mit der die 

Erzeugung von Buchstaben aus X mittels der Quellverteilung P be­

lastet ist. Ober das Resultat einer solchen Erzeugung läßt eich dann 

am wenigsten voraussagen, wenn P die Gleichverteilung P1 auf X ist, 

welche durch 

P ({ x } ) 1 
== m 

für alle x ex erklärt wird. Andererseits ist der Ausgang vollständig 

bestimmt, wenn P eine Dirac- Verteilung P2 auf X ist, d.h. wenn es ein 

xoex gibt, so daß 
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P ( { x } ) { 
1 für x=x 

0 

gilt. Man erhält somit 

und es ist leicht einzusehen, daß Sp A(P) gleichmäßig maximal für 

AE [o,l] genau dann ist, wenn P=P 1 gilt, und gleichmäßig minimal 

für AE [o,l] genau dann wird, wenn P=P 2 vorliegt. Diese letzten 

beiden Äquivalenzen lassen ohne Schwierigkeit den Zusammenhang 

zwische~ der Sperrigkeit und dem in der Informationstheorie historisch 

etablierten Begriff der Entropie erke nnen, welcher als Maß für die Un­

ordnung in der Quelle bzw. für die Ausbreitung der Quellverteilung 

Verwendung findet. Dabei wird für jede Quellverte i lung PEM( X) die 

Entropie von . P als die Zahl 

H ( P) : = - L: P ( { x }) logP ( { x } ) 
xEX 

eingeführt. Es gilt stets o~ H(P) ~ logl x l, und den oben formulierten 

Äquivalenzen entsprechen die Aussagen, daß H(P) g e nau dann max imal 

(also=log l xl) ist, wenn P mit P1 übereinstimmt, und genau dann mini­

mal (also=o) ist, wenn P=P 2 vorliegt. 

5. Trennvermög~n eines Kanals. Nun sei Q:X~Y ein Kanal. Für jede Wahl 

von AE [o,l] heißt die Zahl 

:= max { IMI :Q (Z ) ~ 1- A für alle mEM } , 
Ym m 

wobei die Ungleichung in Klammern an eine (als existent geforderte) 

Folge (ym)mEM von Punkten in Y und eine (ebenfalls als e x istent ge­

forderte) disjunkte Folge (Zm)mEM von Mengen in Z geknüpft ist, das 

A- TrennVeY'171ögen (A-Diszernibilität) von Q. 

Die Abbildung A ~> TrA (Q) von [ o, 1] in die Menge IN der natür­

lichen Zahlen einschließlich d e s Symbols +00 ist offensichtlich monoton 

steigend, und es gilt 

5.1 Tr
1 

(Q) = +oo sowie 

5.2 l ~ Tr A (Q) < +00 , wenn imm~r A€ [o,l[. 
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Das A-Trennvermögen nimmt ab, wenn man von einem Kanal Q:Y~Z 

zur Linkskomposition Q'Q mit einem Kanal Q' :X~Y übergeht. Beim 

Ubergang von einem KanalQ': X~Y zur Rechtskomposition Q'Q mit einem 

Kanal Q:Y~Z geht diese Aussage im allgemeinen verloren. Im Spezial ­

fall deterministischer Kanäle mit Erzeugern f: X~Y bzw. g:z~ u gilt 

sie jedoch in der Form 

TrA (Q) ~ TrA ([f]Q[g]). 

In dieser Ungleichung tritt Gleichheit auf, falls f als surjektiv 

und zugleich g als injektiv vorausgesetzt wird. 

Der Zusammmenhang zwischen dem hier betrachteten Trennvermögen 

und der in der traditionellen Darstellung der Informationstheorie 

grundlegend verwendeten Kapazität kann hier nur unvollständig be­

schrieben werden. Zunächst benötigt man den Begriff der bedingten 

Entr opie H( ~ [~;P), welche für Quellverteilungen PEM(X) und Abbildungen 

(Messungen) ~ :X~Y, ~ :x~ z definiert wird. H(~[~ ;P) beschreibt die Un­

bestimmtheit der Messung ~ für den Fall, daß die Messung ~ bekannt 

ist. Im Falle, daß ~ gleich der konstanten Abbildung auf X ist, s c hreibt 

man H( ~ ;P) anstelle von H( ~ [ ~ ;P). Für diese beiden b e dingten Entropien 

gilt die Shannonsche Ungleichung 

H( ~ [~;P) ~ H( Ijl ;P), 

so daß sich sogleich die Frage nach Shannonscher Gleichheit stellt . 

Zunächst wird die Zahl 

R( ~ [ ~ ;P) := H( ~ ;P) - H( ~ [ ~ ;P) 

die (Größe der) Inf ormation über ~ bei Messung von ~ genannt. Durch diese 

Differenzbildung wird die der Messung ~ anhaftende Unbestimmtheit 

H( ~ ;P) um H( ~ [~;P) verringert. Verringerung der Unbestimmtheit ist 

aber Informationsgewinn. Also ist R( ~ [ ~ ;P) als ent'Y'opische I nformation 

über ~ durch ~ motiviert. Ubrigens verschwindet diese entropische 

Information genau dann, wenn die Messungen ~ und ~ (stochastisch) un­

abhängig sind. 

Im weiteren seien P eine Quellverteilung aut X und Q ein Kanal 

X~Y. Mit ~ bzw. ~ mögen die Projektionen x x y~x bzw. x x y~y gemeint 
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sein. Dann wird die Kapazität von Q als die Zahl 

c ( Q) : = s u p{ R ( <P I1J! ; p * Q) : p EM (X) } 

erklärt, wobei R( <P i~ ;P*Q) in diesem Fall diejenige Information be­

schreibt, welche durch den Kanal Q im Mittel (pro Buchstabe) vorn 

Quellalphabet X zum Alphabet Z übertragen wird. Analog zum Trennvermögen 

nimmt die Kapazität ab, wenn man zu Links- oder Rechtskornpositionen 

übergeht. Unter Heranziehung der Kornpaktheit der Menge M(X) und der 

Stetigkeit der Abbilung P ~> R( <P I1J! ;P*Q) wird das Suprernurn in der 

Definition von C(Q) tatsächlich angenommen, dh. es e x istiert (zu Q) 

ein P
0

EM(X) mit der Eigenschaft 

Schließlich können wir ein Resultat formulieren, das den ange­

kündigten Zusammenhangzwischen TrA (Q) und C(Q) erkennen läßt: Mit 

der Abkürzung h für die Funktion x ~> -xlogx-(1-x)log(1-x) auf] o,l [, 

welche ihr Maximum (=log2) genau für x = i annimmt, gilt nämlich für 

bt alle \ E]a,1[ 

T (Q) < C(Q)+log2 
r A = exp 1-\ . 

6. Der Hauptsatz über asyrnptotisch fehlerfreie Ubertragung. Zunächst 

wird eine ers~e Ungleichung zwischen Sperrigkeit und Trennvermögen 

mit Abschätzungen der Fehlerw?hrscheinlichkeit in Beziehung gesetzt. 

Es gilt der 

6.1 Satz Bei gegebener Quellverteilung PEM(X) und gegebenem Kanal 

Q:X Y hat man für alle \ 1 , \ 2e [o,1] die Gültigkeit der Irnplikationen 

SpA (P) ~ TrA (Q) 
1 2 

sowie 

(b) SpA (P) ~ Tr\ (Q) =>E: (P,Q) ~\ 1 +\ 2 . 
1 2 

Ziel der nachfolgenden Ausführungen ist die Beschreibung der Ver­

ringerung der "mittleren Fehler" E: durch Ubertragung längerer Worte. 

Dazu müssen variable Alphabete eingeführt werden. 

Für jedes n ~ 1 seien X(n) ,Y(n) ,Z(n) , ... nichtleere endliche Mengen. 

Zum Beispiel sei X(n) .- Xn das n-fache Produkt von X mit sich selbst, 
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welches die Menge der Worte der Länge n in Buchstaben aus X re­

präsentiert. Weiterhin seien für jedes n~l P(n) eine Quellverteilung 
auf X(n) (also EM(X(n))) und Q(n) ein Kanal Y(n)~ Z(n). Es werden 

die Abkürzungen ~:=(P(n))n ~l und v :=(Q(n))n ~ l für die zugehörigen 

Folgen von Quellverteilungen bzw. Kanälen gewählt. ~ heißt dann 

asymptotisch fehZerfrei durch v übertragbar (in Zeichen: ~ET ( v )) , falls 

1 im s ( P ( n ) , Q ( n) ) = o . 
n-+oo 

Dabei ist die an früherer Stelle eingeführte Fehle rgröße s (P,Q) nunmehr 
für die Daten X:=X(n) ,Y:=Y(n) ,Z:=Z(n) und U:=X(n)auszuwerten. 

6.2 Satz Mit den verabredeten Bezeichnungen ~ und v sind nachstehende 

Aussagen äquivalent: 

(i) ~ET( v ). 

(ii) Zu jedem AE] o,l] existiert ein n9 :=n0 ( A ) ~ l derart, daß für alle 

n ~ n0 die Ungleichung 

Sp A (P (n)) ;'i; Tr A (Q (n)) 

gilt. 

. (n) n (n) n (n) n Im Spez1alfall VonProduktalphabeten X :=X ,Y :=Y und Z :=Z 

für n~ l erhält man offenbar die Schranken Sp A(P(n)) ;'i; lxln (bei be-

liebigem AE[o,U) und Tr A (Q(n)) ;'i; lzln (sofern AE[o,l[). Um die "durch­

schnittliche Unbestimmtheit" verstehen zu können, mit de'r die Wahl des 

einzelnen Buchstaben behaftet ist, liegt eine Mittelung der Gestalt 

log Sp A (P(n)) = O(n) 

(für AE[o,l[) nahe. Deshalb ist es ratsam, in dieser Situation die 

obere bzw. untere Sperrigkeitsrate sp(~) bzw. ~(~) einer Quellvertei­

lungsfolge ~ in folgenden zwei Schritten einzuführen: 

( 1) Für jedes AE[o,l J sei 

spA (~) := lim sup ~log SpA (P(n)) bzw. 
n -+oo 

~A (~) := lim inf ~log SpA (P(n)) 
n-+oo 
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Da die auf [o,l] definierten Funktionen A ~> spA (~) und · 

r-> ~A (~) monoton fallen (mit ~l (~)=sp 1 (~)=-oo ), existieren die 

Limiten 

(2) sp (~) := lim spA (~) bzw. 
A"* o+ 

:= lim ~A (~) 
A"*O+ 

und verdienen obige Bezeichnung. 

In analoger Weise werden im Spezialfall von Produktalphabeten die 

obere bzw. unter e Trennrate tr (v ) bzw. tr (v ) einer Kanalfolge v einge­

führt. Man setzt für jedes AE[o,l] 

(3) trA (v ) := lim sup ~log Tr A (Q(n)) bzw. 
n-+oo 

trA (v ) := lim inf i log Tr A (Q(n)), 
n-+oo 

beobachtet, _daß die auf [o,l] erklärten Funktionen A ~> trA (v ) und 

A ~> trA (v ) monoton steigen (wobei tr 1 (v )=tr1 (v)=+00 gilt) und 

schließt auf die Existenz der Limiten 

( 4) tr( v ) lim trA (v ) und 
A-* O+ 

tr( v ) lim trA (v ). 
A-* O+ 

Nachdem Spe{rigkeits-und Trennrate als reelle Zahlen zur Verfügung 

stehen, deren Anordnung über die in Konkurrenz stehenden Qualitäten 

von Quelle und Kanal Auskunft gibt, ist der 

6.3 Hauptsatz der Informationstheorie übersichtlich zu formulieren. 

Es werden die Bezeichnungen ~ und v für die im Spezialfall von 

Produktalphabeten vorgegebenen Quellverteilungs- bzw. Kanalfolgen 

beibehalten. Dann gelten nachstehende Implikationen 

(i) sp(~) < tr( v ) => ~ET( v ). 

(ii) sp(~) > tr( v ) => ~fT( V ). 

(iii) ~(~) > tr( v ) => ~fT (v ). 

(iv) sp(~) < tr( v ) => lim inf t: (P(n),Q(n))=o. 
n -+ oo 

(v) ~(~) < tr( v ) => lim inf t: (P (n) ,Q (n)) =o. 
n -+oo 
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(vi) E..E(JJ.) > tr( v ) = > lim inf e (P(n) ,Q(n)) >o. 
n+oo 

Der Beweis des Hauptsatzes, der mit Hilfe der oben zitierten 

Resultate 6.1 und 6.2 geführt werden soll, verläuft günstigerweise 

nach folgendem Schema, in welches noch die Abkürzungen E: (JJ., V) und 

~(JJ.,V) für lim sup E: (P(n) ,Q(n)) bzw. lim inf e (P(n) ,Q(n)) Eingang 
n+oo n+oo 

finden, womit im Falle ~(JJ.,V)=E(JJ.,V) sogleich E: (JJ., V) erklärt ist. 

sp ( JJ.) < tr ( v ) 

(i) 

====} 

(ii) sp(JJ.) ~ tr( v ) 

~ 
e (JJ., v ) =o 

~ 
(iii) E..E ( JJ.) ~ tr ( v ) 

sp(JJ.) <tr( v ) (iv) 1 
(vi) 

~(JJ.,V)=o ~ E..E(JJ.)' ~ tr( v ) 
~ 

E..E ( JJ.) < tr ( v ) ~ 
(v) 

Der Parallelität der Beweise der Aussagen (ii), (iii) bzw. (iv), 

(v) wegen zeigen wir nur (i), (ii), (iv) und (vi). 

Ad (i). Sei AE]o,l]. Dann gilt nach Voraussetzung sp A(JJ.) <tr A( v ), 

folglich gibt es eine natürliche Zahl n0 :=n0 ( A ) ~ l, so daß für alle 

n~ n 
0 

~log Sp A (P(n)) < ~log Tr A(Q(n)) 

bzw. 

Sp (P (n)) < Tr ( Q (n)) 
A A 

vorliegt. Satz 7.2 liefert sodann die Behauptung E: (JJ., V)=o, dh. 

JJ.ET( v ). 

Ad (ii). Es sei eine positive reelle Zahl c mit sp(JJ.) >c >tr( v ) ge­

wählt. Nach den Definitionen (2) und (4) e x istiert ein A E[o,l], so 
0 
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daß die Ungleichungen sp A (~) > c > tr A (v ) gelten. Nun gibt es gemäß 
0 0 

(3) ein n0 ~1, so daß für alle n~ n0 

~ log TrA (Q (n)) <c, 
0 

und gemäß (1) eine streng monoton steigende Folge (nj)j ~ o natürlicher 

zahlen, so daß 

1 (n.) 
n . log SpA (P J ) >c, 

J 0 

mithin 

(n.) (n.) 
SpA (P J ) >Tr A (Q J ) 

0 0 

für alle j~o erfüllt ist. Anwendung von Satz 6.2 führt auch in diesem 

Fall zur Behauptung E(~,v)>o, dh. ~$T( v ). 

Ad (iv). Wie zu (ii) zeigt man zunächst, daß eine streng monoton fal­

lende Nullfolge ( A k)k~ l derart existiert, daß es zu jedem k ~ l eine 

streng monoton steigende Folge (ni)i ~ l von natürlichen Zahlen gibt, 

welche die Ungleichung 

(n.) (n . ) 
SpA (P l ) <Tr A (Q l . ) 

k k 

erfüllt. Nun greift Implikation (b) von Satz 6.1 und liefert 

E(~,v)~2Ak für alle k ~ l, also ~(~,v)=o. 

Ad (vi). Zunächst existiert eine positive reelle Zahl A
0 

und zu jedem 

AE[o, A
0

] eine natürliche Zahl n0 :=n0 ( A ) ~ l derart, daß 

Sp (P (n)) >Tr (Q (n)) 
A A 

für alle n~ n0 erfüllt ist. Anwendung der Ungleichung (a) von Satz 6.1 

ergibt die für alle AE]o,A
0

] gültige Abschätzung E: (P(n), Q(n)) >A 2 , 

folglich ~(~,v)~A 2 >o und damit die Behauptung. __ I 

Die im Werk von C.E. Shannon enthaltene, für die Informations­

theorie richtungweisend gebliebene Aussage ergibt sich nun unmittel­

bar aus dem Hauptsatz als 
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6.4 Korollar. Unter der zusätzlichen Voraussetzung, daß Sperrig­

keits- bzw. Trennrate sp(J.L) :=~(J.L)=sp( v ) und tr( v ) :=tr( v )=tr( v ) 

existieren und zudem sp(J.L)+tr( v ) erfüllt ist, hat man die Äquivalenz 

J.LET ( v ) <= > sp (J.L) <tr ( v ). 

Damit ist die Entscheidung, ob eine Quellverteilungsfolge J.L durch 

einen Kanal v asymptotisch fehlerfrei übertragen werden kann oder 

nicht, allein mittels Inspektion der Anordnung zwischen sp(J.L) und 

tr( v ) zu treffen. Dabei möge nicht übersehen werden, daß die be­

merkenswerte Äquivalenz nur dann hilfreich sein kann, wenn die Exi­

stenz von sp(J.L) und tr( v ) gesichert ist. An dieser Stelle eröffnet 

sich ein umfangreiches und tiefgründiges Forschungsgebiet innerhalb 

der Informationstheorie, in dem noch viele Fragen offen sind. Wie im 

nachfolgenden Paragraphen sichtbar werden wird, ist die Existenz­

frage bisher nur für ausgewählte, aber zugleich anwendungsreiche 

Klassen von Quellverteilungsfolgen J.L und Kanalfolgen v gelöst. 

7. Existenzaussagen für Sperrigkeits- und Trennrate 

7.1 Für Quellverteilungen P(n) in Produktgestalt P( 1 )®n auf Xn, 

bezüglich deren die einzelnen Buchstaben des Quellalphabets X un­

abhängig voneinander verteilt sind, existiert die .\ -Sperrigkeitsrate 

in der Form 

sp .\ (J.L) lim; log Sp ,\ (P(n)), 
n-+oo 

stellt sich als von ,\ unabhängig heraus, und stimmt mit der Entropie 

H ( P ( 1 ) ) = - l: P ( 1 ) ( {X}) log P ( 1 ) ( {X}) 
xex 

überein. 

7.2 Für Kanalfolgen v=(Q(n))n~ 1 in Produktgestalt (ohne Gedächtnis), 

also mit Q(n) :=Q( 1 )® n, wobei Q( 1 ) ein Kanal X~Y ist, existiert 

die Trennrate tr( v ) :=tr( v )=tr( v ) und stimmt mit der Kapazität von 
(1) ""b . -Q u ere1.n: 

tr (v ) = C (Q ( 1 )) . 
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7 .3 Unter der Synthese der in 7.1 und 7.2 genannten Voraussetzungen 

erhält man die in der klassischen Informationstheorie geläufige 

Implikation 

Um hinreichende Bedingungen an die Quellverteilungsfolge ~ bzw. 

die Kanalfolge v dafür stellen zu können, daß sp(~) bzw. tr( v ) e x i­

stieren, benötigt man den verallgemeinernden Obergang von endlichen 

Produktalphabeten Xn auf abzählbare Produktalphabete X~, also auf 

Mengen von abzählbaren Folgen ( xn)ne~=( ... , x _ 2 , x _ 1 ,x
0

, x 1 , x 2 , ... ) von 

Elementen aus X. 

7.4 Für Quellverteilungen P auf derartigen Alphabeten X~ führt man 

den Begriff der Stationar ität oder allgemeiner der Periodizität ein und 

zeigt unter dieser Zusatzbedingung die Existenz der Sperrigkeitsrate 

sp(~), wobei die Folgenglieder P(n) von ~ als die Bilder TI (P) von P 
2Z o o n 

unter den P~ojektionen Ti n von X auf d1e endl1chen Produktalphabete 

xn gewählt werden. 

7. 5 Für Kanäle Q: XJN~ ylli lassen sich ebenfalls Stationarität und der um­

fassendere Begriff der Periodizität definieren. Nimmt man noch die Eigen­

schaft des Abklingens (Stetigkeit) des Kanals mit hinzu, so ergibt sich 

die gewünschte Existenz der Trennrate tr( v ), wobei die Folgenglieder 

Q(n) von v gera,de die Kompositionen Q[ nn J von Q mit den determini-

stischen Kanälen [ n (also Kanäle XlN ~ Xn) sind. 
n 
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