Herbert Heyer

UBER ASYMPTOTISCH FEHLERFREIE UBERTRAGBARKEIT
VON INFORMATION

Der vorliegende Beitrag m8ge als erweiterte Synopse einer Vorlesung
Aufnahme finden, welche der Autor an der Universitdt Tilibingen fiir
Studenten der Mathematik und mathematikbezogener Nebenfdcher gehalten
hat, wobei der methodische Zugang elementar, also ohne Heranziehung
maBtheoretischer Hilfsmittel, gewdhlt wurde. Wie bekannt sind jedoch
elementare Methoden nicht notwendigerweise gedanklich anspruchslos.
Diese Erfahrung machen Horer und Dozent auch am Gegenstand der In-
formationstheorie, sobald mit geringem mathematischen Aufwand auBer-
halb der Mathematik entstandene Begriffe wie Entropie oder Kapazitdt
in ihrer Komplexitdt in einer fir Prakfiker wie Theoretiker befriedi-
genden Weise pridzise eingefiihrt werden sollen. Ist die Einfiihrung der
Begriffe gelungen, stellt sich als ndchstes die Aufgabe, auch die Be-
weise der die Theorie konstituierenden Ergebnisse elementar zu filhren.
DaB dies ehrgeizige Ziel erreicht werden konnte, verdankt der Verfasser
den ideenreichen zeitlich dicht aufeinander folgenden Vorlagen von K.
Winkelbauer ([61, [ 71, [ 8]), W. B6ge ([2]) und R. Ahlswede ([1]).

Bei den so beschriebenen Anstrengungen diirfte verstédndlich sein,
daB der Autor gelegentlich davon tr&umt, im H8rsaal neben wohl moti-
vierten Studenten auch hochverehrte Kolleginnen und Kollegen anzu-
treffen, die in ihrer von der Mathematik eher entfernten Forschungs-—
tdtigkeit der Informationstheorie begegnen und das Bediirfnis haben,
ihre Vorstellungen von den Grundbegriffen vertiefen zu wollen. Eine
in diesem Sinne ideale H®rerin wire Elisabeth Walther-Bense, mit der
der Autor seit mehr als zwei Dekaden iiber Probleme der theoretischen
Asthetik, auch iiber Informations&sthetik, im Gesprédch ist. Und wenn
sie schon keine HOrerin sein kann, so soll sie wenigstens Leserin
werden... dieser Synopse, die ich ihr in freundschaftlicher Verbunden-

heit zueigne.

1. Skizze des Zugangs. Die Informationstheoie hat ihren Ursprung in

der Nachrichtentechnik. Sie hat die mathematische Behandlung von

Fragen zum Gegenstand, welche bei der Speicherung, Umformung und
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tbermittlung von Nachrichten (Information) auftreten. Das Hauptproblem
der Informationstheorie 148t sich wie folgt beschreiben: Gegeben sei
eine aus Sender und Empfédnger (Mund-Ohr, Mikrophon-Lautsprecher) zu-
sammengesetzte Vorrichtung zur Ubermittlung von Nachrichten, ein soge-
nannter Kanal. In dieser Vorrichtung treten St8rungen statistischer
Natur auf (Rauschen), die es unm8glich machen, am Ende des Kanals
exakt zu bestimmen, welches die am Anfang des Kanals eingegebene Nach-
richt war. In der Tat wird in diesem Modell stets vorausgesetzt, daB
jeder derartige Identifikationsversuch mit Fehlerwahrscheinlichkeiten
pelastet ist. Die sich sodann stellende Aufgabe besteht im Bemiihen,
die hier auftretenden Fehlerwahrscheinlichkeiten zu minimieren. Etwas
genauer 13Bt sich diese Aufgabe so formulieren: Es geht um die Uber-
tragung von Nachrichten, welche die Gestalt von Worten {iber einem
(endlichen) Alphabet besitzen. Dabei wird filir jede festgewdhlte Wort-
lidnge eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der Worte dieser L&nge vorge-
geben, die sogenannte Quellverteilung. Im Kanal entstehen aus den ein-
gegebenen Worten wiederum Worte iiber einem m8glicherweise weiteren
(endlichen) Alphabet, die mit gewissen Ubergangswahrscheinlichkeiten
ausgegeben werden. Es interessiert nun die Frage, ob zu einer beliebig
gewdhlten Zahl €>o durch Wahl einer hinreichend groBen Wortldnge und
durch geeignete Verschliisselung (Kodierung) der Nachrichten vor Ein-
gabe in den Kanal sowie durch geeignete Entschliisselung (Dekodierung)
der Nachrichten nach Ausgabe am Kanalende erreicht werden kann, daB
die Nachricht nach Entschliisselung h&chstens mit der Wahrscheinlichkeit
<e von der Nachricht vor Verscﬁlﬁsselung abweicht. Das bahnbrechende
Resultat von C.E. Shannon aus dem Jahre 1948 (Siehe [ 5]) besagt, daB
diese Frage flir gewisse Klassen von Quellverteilungen (ergodische)

und flir gewisse Typen von Kandlen (stationdre ohne Vorgriff) positiv
beantwortet werden kann, sofern die mittlere Entropie der Quelle echt
kleiner ist als die Kapazitdt des Kanals, und daB die Antwort negativ
ist, falls die umgekehrte Ungleichung vorliegt. Zu Beginn der 60er
Jahre zeigte nun K. Winkelbauer, daB die Aussage des Satzes von
Shannon flir periodische, also inbesondere filir stationdre Quellen
richtig bleibt, und W. B8ge wies spdter nach, daB sogar periodische
und zugleich abklingende Kandle zugelassen werden kénnen. Allerdings
erforderten diese Verallgemeinerungen die Einfiihrung neuer Qualit&ts-

maBstdbe flir Quellverteilungen und Kandle. An die Stelle der mittleren



Entropie trat die allgemeiner gefaBte Sperrigkeit und an die Stelle
der Kapazitdt das ebenfalls allgemeiner gliltige Trennvermdgen. Die
bedeutende Leistung Shannons, die in dem ihm zugeschriebenen Haupt-
satz der Informationstheorie zum Ausdruck kommt, ist die zum Zeitpunkt
der Entdeckung iliberraschende Einsicht, daB eine einzige reelle Skala,
also eine total geordnete Menge, geniligt, um auf ihr vermSge Sperrig-
keits- und Trennrate die Ubertragbarkeit bzw. Nichtilibertragbarkeit

von Nachrichten ablesen zu k&nnen.

2. Der mathematische Rahmen. Die filir das Verstdndnis der nachfolgenden

Ausflilhrungen notwendigen mathematischen Hilfsmittel beziehen sich im
wesentlichen auf die Begriffe der Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
einer nichtleeren endlichen Menge X sowie des stochastischen (Markoff)
Kerns von X nach einer weiteren endlichen Menge Y. Beide Begriffe sind
grundlegend filir jede Einfiihrung in die Elemente der (diskreten) Wahr-
scheinlichkeitstheorie, wovon man sich etwa in den handlichen Schriften
[3] und [4] iberzeugen kann. Fiir die Gesamtheit der Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf X beniitzt man die Abkiirzung M(X). Ein Kanal Q von X
nach Y (in Zeichen Q:XeY) ist eine Abbildung x +—> dx von X in M(X).
Im Modell der Informationstheorie reprédsentieren die Mengen X und Y
das Eingangs- bzw. Ausgangsalphabet. und das Rauschen im Kanal driickt
sich darin aus, daB fiir jede Menge ACY die Zzahl QX(A) gerade die
Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, daB der empfangene Buchstabe in A
liegt, wenn der Buchstabe x€X gesendet wurde. Man spricht dann zu-
sammenfassend von der (stochastischen) Matrix (QX({y})) der

x€X,yEeY
Ubergangswahrscheinlichkeiten QX({y}), zumal per definitionem

o ({yh) =1
yeY X

gilt. Als n#chstes wird zu gegebener Quellverteilung PEM(X) eine neue
Wahrscheinlichkeitsverteilung P*Q auf XXY (also ein Element aus M (X*xY))

durch die Festsetzung
P*Q({(x,y)}) := P({x})o ({y})
flir alle (x,y)€XXY erkldrt. Ihr Wert an der Stelle (x,y) représentiert

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB x€X bei gegebener Quellverteilung P

.

gesendet und y€Y empfangen wird.

322




Kandle Q:Xe9Y und R:Ye9Z (flir weitere nichtleere endliche

Alphabete Y,Z) lassen sich komponieren zu einem Kanal QR:Xr»7Z gemiB

(QR) _({z}) := 1 o ({yDR_({z}),
b4 yey b'q y
wenn immer xX€X und z€Z. Ein filir die Anwendungen besonders wichtiger
Typ von Kandlen sind die deterministischen Kandle, die von (Punkt)
Abbildungen erzeugt werden. Genauer gesagt ist der von einer Ab-

pildung f:X-»Y erzeugte Kanal [ £]:X~Y definiert durch die Festlegung

1, falls y=f(x)
[f]x({y}) =
? o, falls y#f(x).

Man nennt in dieser Situation f den (deterministischen) Erzeuger des
Kanals [f]. Das Vorschalten bzw. Nachschalten deterministischer
Kandle ermdglicht, wie spdter auszufiilhren sein wird, die Kodierung

bzw. Dekodierung von Nachrichten.

3. Fehlerwahrscheinlichkeit. Zu gegebener Quellverteilung PEM(X)

und gegebenem Kanal Q:XeyY erkldrt man die Fehlerwahrscheinlichkeit
(bzgl. P und Q) als die Zahl

§(P,Q) := (PxQ) ({(x,y)€Xx¥:xty}) .

Ist speziell YC X, so gibt &§(P,Q) die Wahrscheinlichkeit dafilir an,
daB der empfangene Buchstabe vom gesendeten verschieden ist und somit
ein Fehler vorliegt.

Sind nun weitere Mengen Z und U vorgelegt, so zeigt man
3.1 daB deterministische Kandle [f] :Xm~Y und [g] :Z» U mit Erzeugern

f:X>Y bzw. g:Z-»U existieren, so daB fiir alle Kandle Q':Xe»Y und

Q'':ZU die Ungleichung

§(P,L£]1Q[g])<s(P,Q'QQ"")

erflillt ist. Hieraus folgert man

3.2 daB deterministische Kandle bzgl. der Fehlerwahrscheinlichkeit
optimal sind und daB das iliber alle Kandle Q'X~?Y und Q'':Z2~9U er-

streckte Infimum
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e (P,Q) := inf § (P,Q'0Q"'")

fiir deterministische Kandle angenommen wird.

Wird also U:=X gesetzt, so existieren Abbildungen f:X>*Y und
g:Z>X derart, daB

e(P,Q) = 6([£f1Qlg]).

Mit den Bezeichnungen Verschliisselung (Kodierung) und Entschliisselung
(Dekodierung) filir die Abbildungen f bzw. g besagt diese Gleichheit,
daB zu den Vorgaben einer Quellverteilung PEM(X) und eines Kanals
Q:Xe~»Y Kodierung und Dekodierung (deterministisch) so gewdhlt werden
kénnen, daB die Wahrscheinlichkeit filir Ubertragungsfehler minimal

wird.

4. Sperrigkeit einer Quellverteilung. Es sei PEM(X) eine Quellver-

teilung. Fiir jede Wahl von A€lo,1] heiBt die Zahl
Sp, (P) := min {|a]:P(n)21-2},

wobei das Minimum {iber alle Teilmengen A von X erstreckt wird, die

A=Sperrigkeit (A-Kardinalit&dt) von P.

Zundchst ist die Abbildung A +—> Sp, (P) von [0,1] in die Menge
Z, der nichtnegativen ganzen Zahlen monoton fallend, und es gilt

4:1 Spl(P) = o sowie
4.2 8Spy (P) 2 1 fiir alle A€l o,1[.

Offenbar ist Spk(P) ein MaB fiir die Unbestimmtheit, mit der die
Erzeugung von Buchstaben aus X mittels der Quellverteilung P be-
lastet ist. Uber das Resultat einer solchen Erzeugung 188t sich dann
am wenigsten voraussagen, wenn P die Gleichverteilung Pl auf X ist,

welche durch

1

P({X}) = m
flir alle x€X erkldrt wird. Andererseits ist der Ausgang vollstdndig
bestimmt, wenn P eine Dirac-Verteilung P2 auf X ist, d.h. wenn es ein

xoex gibt, so daB .
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1 fir X=X
P({x}) =

o fiir x=|=x0
gilt. Man erhdlt somit
SpA(P2)§SpA(P)§SpA(P1),

und es ist leicht einzusehen, daB SpA(P) gleichmdBig maximal fir

A€ [0,1] genau dann ist, wenn P=P1 gilt, und gleichmdBig minimal

fiir A€ [o0,1] genau dann wird, wenn P=P2 vorliegt. Diese letzten

peiden Aquivalenzen lassen ohne Schwierigkeit den Zusammenhang
zwischen der Sperrigkeit und dem in der Informationstheorie historisch
etablierten Begriff der Entropie erkennen, welcher als MaB fiir die Un-
ordnung in der Quelle bzw. flir die Ausbreitung der Quellverteilung
vVerwendung findet. Dabei wird fiir jede Quellverteilung PEM(X) die

Entropie von P als die Zahl

H(P) := - I P({x})logP({x})
x€eX

eingefiihrt. Es gilt stets oéH(P)glog|X|, und den oben formulierten
Aquivalenzen entsprechen die Aussagen, daB H(P) genau dann maximal
(also=log|X|) ist, wenn P mit Py ibereinstimmt, und genau dann mini-

mal (also=o0) ist, wenn P=P2 vorliegt.

S5 Trennvermﬁgén eines Kanals. Nun sei Q:Xm Y ein Kanal. Fiir jede Wahl

von A€ [o0,1] heiBt die Zahl

Tr, (Q) := max{|M 10, (z )21-) fir alle meM},

m
wobei die Ungleichung in Klammern an eine (als existent geforderte)
Folge (ym)meM von Punkten in Y und eine (ebenfalls als existent ge-
forderte) disjunkte Folge (Zm)meM von Mengen in Z gekniipft ist, das

A=Trennvermégen (A-Diszernibilit&dt) von Q.

Die Abbildung A —> TrA(Q) vonl 0,11 in die Menge IN der natiir-
lichen Zahlen einschlieBlich des Symbols +~ ist offensichtlich monoton

steigend, und es gilt
5.1 Try(Q) = += sowie

5.2 1§TrA(Q) < +4», wenn immer A€ [o,1l[.
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Das A-Trennvermdgen nimmt ab, wenn man von einem Kanal Q:Yry 7%
zur Linkskomposition Q'Q mit einem Kanal Q':XeyY ilibergeht. Beim
Ubergang von einem KanalQ':X~Y zur Rechtskomposition Q'Q mit einem

Kanal Q:Ye» Z geht diese Aussage im allgemeinen verloren. Im Spezial-

fall deterministischer Kandle mit Erzeugern f:X*Y bzw. g:Z2>U gilt

sie jedoch in der Form
TrA(Q)zTrA([f]Q[g]).

In dieser Ungleichung tritt Gleichheit auf, falls f als surjektiv

und zugleich g als injektiv vorausgesetzt wird.

Der Zusammmenhang zwischen dem hier betrachteten Trennvermdgen
und der in der traditionellen Darstellung der Informationstheorie
grundlegend verwendeten Kapazitdt kann hier nur unvollstdndig be-
schrieben werden. Zundchst bendtigt man den Begriff der bedingten
Entropie H(¢|Y;P), welche fiir Quellverteilungen PEM(X) und Abbildungen
(Messungen) ¢ :X*Y, Y:X>Z definiert wird. H(¢|w;P) beschreibt die Un-
bestimmtheit der Messung ¢ flir den Fall, daB die Messung ¥y bekannt
ist. Im Falle, daB ¥ gleich der konstanten Abbildung auf X ist, schreibt
man H(¢;P) anstelle von H(¢lw;P). Fiir diese beiden bedingten Entropien

gilt die Shannonsche Ungleichung
H(¢|W;P)SH(¢;P),

so daB sich sogleich die Frage nach Shannonscher Gleichheit stellt.

Zundchst wird die Zahl
R($|Y;P) := H(¢;P) - H(o|V;P)

die (GrdBe der) Information iiber ¢ bei Messung von J genannt. Durch diese
Differenzbildung wird die der Messung ¢ anhaftende Unbestimmtheit
H(¢;P) um H(¢|¢;P) verringert. Verringerung der Unbestimmtheit ist
aber Informationsgewinn. Also ist R(¢lw;P) als entropische Information
Uber ¢ durch Y motiviert. Ubrigens verschwindet diese entropische
Information genau dann, wenn die Messungen ¢ und ¥ (stochastisch) un-
abhdngig sind.

Im weiteren seien P eine Quellverteilung auf X und Q ein Kanal
Xe9Y. Mit ¢ bzw. ¥ mdgen die Projektionen X*XY*X bzw. XXY>Y gemeint
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sein. Dann wird die Kapazitdt von Q als die Zahl
C(Q) := sup{R($|V;P*Q):PEM(X)}

erklirt, wobei R(¢[);P*Q) in diesem Fall diejenige Information be-
schreibt, welche durch den Kanal Q im Mittel (pro Buchstabe) vom
guellalphabet X zum Alphabet Z iibertragen wird. Analog zum Trennvermdgen
nimmt die Kapazit&t ab, wenn man zu Links- oder Rechtskompositionen
yibergeht. Unter Heranziehung der Kompaktheit der Menge M(X) und der
stetigkeit der Abbilung P +—> R(¢|¢;P*Q) wird das Supremum in der
pefinition von C(Q) tats&dchlich angenommen, dh. es existiert (zu Q)

ein PoeM(X) mit der Eigenschaft
C(Q) = R(6|¥;P *Q).

SchlieBlich k&nnen wir ein Resultat formulieren, das den ange-
kiindigten Zusammenhang zwischen TrA(Q) und C(Q) erkennen 1l&Bt: Mit
der Abkilirzung h fiir die Funktion x +—> -xlogx-(l1-x)log(l-x) auf] o,1T[,
welche ihr Maximum (=log2) genau flir x= % annimmt, gilt nd&mlich fiir
alle A€]o,1L

TrA(Q) S exp gig%;%ggg.

6. Der Hauptsatz {iber asymptotisch fehlerfreie Ubertragung. Zundchst

wird eine erste Ungleichung zwischen Sperrigkeit und Trennvermdgen
mit Abschd@tzungen der Fehlerwahrscheinlichkeit in Beziehung gesetzt.

Es gilt der

6.1 Satz Bei gegebener Quellverteilung PEM(X) und gegebenem Kanal

Q:X Y hat man filir alle A Aze [o,1] die Giltigkeit der Implikationen

1’

(a) 5(P,Q)§A1A2 => prl(P)éTrAZ(Q) sowie

(b) pr (P)éTrA (Q) =>E(P,Q)§A1+A2.
1 2

Ziel der nachfolgenden Ausfiihrungen ist die Beschreibung der Ver-
ringerung der "mittleren Fehler" € durch Ubertragung l&ngerer Worte.
Dazu miissen variable Alphabete eingefiihrt werden.

Fiir jedes n2l seien X(n),Y(n),Z(n),... nichtleere endliche Mengen.
(n)

Zum Beispiel sei X = x" das n-fache Produkt von X mit sich selbst,
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welches die Menge der Worte der Ldnge n in Buchstaben aus X re-
prédsentiert. Weiterhin seien fiir jedes n2l P(n) eine Quellverteilung
auf X(n) (also GM(X(n))) und Q(n) ein Kanal Y(n)ﬁﬁ Z(n). Es werden

die Abkiirzungen u:=(P(n))nZl und \):=(Q(n))nZl flir die zugehdrigen
Folgen von Quellverteilungen bzw. Kandlen gewdhlt. p heiBt dann
asymptotisch fehlerfrei durch Vv ibertragbar (in Zeichen: p€T(v)), falls
lim e (@™ o™y - o,
n->o

Dabei ist die an friiherer Stelle eingefiihrte Fehlergr®Be € (P,Q) nunmehr

fliir die Daten X:=X(n),Y:=Y(n),Z:=Z(n) und U:=X(n)auszuwerten.

6.2 Satz Mit den verabredeten Bezeichnungen p und Vv sind nachstehende

Aussagen dquivalent:
(i) pET(Vv).

(ii) Zu jedem A€] o0,11] existiert ein no:=nO(A)zl derart, daB filir alle

nZno die Ungleichung
sp, (P (n) $Tr, (Q (sl

gilt.

(n)

Im Spezialfall vonProduktalphabeten x :=Xn,Y(n):=Yn und Z(n):=zn

flir n21 erhdlt man offenbar die Schranken SpA(P(n))§|X|n (bei be-

liebigem A€[o,1] ) und Tr)‘(Q(n))é\Z]n (sofern A€lo,1[). Um die "durch-
schnittliche Unbestimmtheit" verstehen zu k&nnen, mit der die Wahl des

einzelnen Buchstaben behaftet ist, liegt eine Mittelung der Gestalt

(n))

log sp, (P = 0(n)

(fir M€l[o,1[) nahe. Deshalb ist es ratsam, in dieser Situation die
obere bzw. untere Sperrigkeitsrate sp(p) bzw. sp(n) einer Quellvertei-

lungsfolge p in folgenden zwei Schritten einzufiihren:

(1) Fir jedes A€lo,11] sei

spx(u) := lim sup i log SpA(P(n)) bzw.
n
n>o
.= 1im inf % (n)
sgx(u) := lim inf log SpA(P ) .
n->o
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Da die auf [o0,1] definierten Funktionen A +—> sp, () und
A —> EEA(“) monoton fallen (mit Egl(u)=551(u)=—w), existieren die
Limiten
(2) sp(u) := lim Eﬁx(u) bzw.
Ao+ .
sp(u) := lim sp, (W)
A>o+
und verdienen obige Bezeichnung.

In analoger Weise werden im Spezialfall von Produktalphabeten die
obere bzw. untere Tremnrate tr(v) bzw. tr(v) einer Kanalfolge V einge-
fiihrt. Man setzt fiir jedes A€lo,1]

(3) E;Aiv) := 1lim sup log TrA(Q(n)) bzw.

n->o

Sl= 8=

£r, (v) := lim inf L log 7r, (@),

n->
beobachtet, daB die auf [o,1] erkldrten Funktionen A +——> E;A(v) und
A > EEA(v) monoton steigen (wobei E£1(V)=tr1(v)=+w gilt) und
schlieBt auf die Existenz der Limiten
(4) Tr(v) := lim %r, (v) und
A>o+
tr(v) := lim tr, (v).
A>o+
Nachdem Spexrigkeits-und Trennrate als reelle Zahlen zur Verfiligung
stehen, deren Anordnung iiber die in Konkurrenz stehenden Qualit&dten
von Quelle und Kanal Auskunft.gibt, ist der

6.3 Hauptsatz der Informationstheorie {ibersichtlich zu formulieren.

Es werden die Bezeichnungen p und v fiir die im Spezialfall von
Produktalphabeten vorgegebenen Quellverteilungs- bzw. Kanalfolgen

beibehalten. Dann gelten nachstehende Implikationen
(i) sp(p)<tr(v) => peT(v).

(ii) sp(p)>Tr(v) => pgT(v).

(iii) sp(u)>tr(v) => péT(v).

(n)

(iv) Sp(w)<Er(v) => lim inf e (@™ ,0(™) 0,

n-+co

(v)  sp(u)<tr(v) = lim inf e (™, 0™))=0.

n -
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(vi) sp(u)>Tr(v) => lim inf e (2™, 0™ )50,
n->o

Der Beweis des Hauptsatzes, der mit Hilfe der oben zitierten
Resultate 6.1 und 6.2 gefiihrt werden soll, verlduft glinstigerweise
nach folgendem Schema, in welches noch die Abkiirzungen € (p,v) und

e(u,v) fir lim sup e (@™ ,0™) pay. 1iminfe (@™ o™
n->o _ n->o
finden, womit im Falle e (p,v)=€e(p,v) sogleich e(u,v) erkldrt ist.

Eingang

(ii) Sp(p) <tr (v)
(i)
Splp)<tr(v) =— e (k,v)=0
(iii) sp (k) str (v)
sp (1) <tr (v) (iv)
(vi)
€(p,V)=0 :::::> sp(k)ystr (v)

sp(p)<tr(v)
(v)

Der Parallelitdt der Beweise der Aussagen (ii), (iii) bzw. (iv),
(v) wegen zeigen wir nur (i), (ii), (iv) und (vi).
Ad (i). Sei A€lo,1]. Dann gilt nach Voraussetzung ng(u)<ggk(v),
folglich gibt es eine natlirliche Zahl no:=n0(A)zl, so daB fir alle

nn
o

(n

(n), 1 ))
n

1
= log sp, (P log TrA(Q

bzw.

(n)
sp, (2 ™)< 1r, (@)
vorliegt. Satz 7.2 liefert sodann die Behauptung € (p,v)=o, dh.
pET(v) .
Ad (ii). Es sei eine positive reelle Zahl c mit sp(p)>c>tr(v) ge-

wdhlt. Nach den Definitionen (2) und (4) existiert ein Aoe[o,ll, so
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daB die Ungleichungen EEA (u)>c>E¥A (v) gelten. Nun gibt es gem#8
o o

. > " >
(3) ein no_l, so daB filir alle nzn g

= log TrAO(Q(n){<c,

und gemdB (1) eine streng monoton steigende Folge (nj) natlirlicher

jzo
zahlen, so daB

(n.)
%T log Spy (P I )>e,
J o]
mithin
: (nj) (n.)
spy (2 )Ty (@ 7))
(o] o]

flir alle j2o erfiillt ist. Anwendung von Satz 6.2 fiihrt auch in diesem
Fall zur Behauptung € (u,v)>o, dh. pgT(v).

Ad (iv). Wie zu (ii) zeigt man zundchst, daB eine streng monoton fal-
lende Nullfolge ()xk)kgl derart existiert, daB es zu jedem k21 eine
streng monoton steigende Folge (ni)izl von natilirlichen Zahlen gibt,
welche die Ungleichung

(n;) (n;)
s, (2 7)<, (@ )

erfiillt. Nun greift Implikation (b) von Satz 6.1 und liefert
E(n,v)$2), fiir alle k21, also g(u,v)=o.
Ad (vi). Zundchst existiert eine positive reelle Zahl Ao und zu jedem

Ae[o,ho] eine natlirliche Zahl no:=no(k)zl derart, daB
spy (e ™)>1r, (o) :

fiir alle nZnO erflillt ist. Anwendung der Ungleichung (a) von Satz 6.1
ergibt die fiir alle A€lo,\ ] giiltige Abschitzung g™, om)y,,2,
folglich E(u,v)zkz>o und damit die Behauptung. __l

Die im Werk von C.E. Shannon enthaltene, fiir die Informations-
theorie richtungweisend gebliebene Aussage ergibt sich nun unmittel-

bar aus dem Hauptsatz als
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6.4 Korollar. Unter der zusdtzlichen Voraussetzung, daB Sperrig-
keits- bzw. Trennrate sp(p):=sp(p)=sp(v) und tr (v) :=tr (v)=tr (V)

existieren und zudem sp(p)#tr(v) erfiillt ist, hat man die Zquivalenz
LET (v) <=> sp(u)<tr(v).

Damit ist die Entscheidung, ob eine Quellverteilungsfolge p durch
einen Kanal v asymptotisch fehlerfrei iibertragen werden kann oder
nicht, allein mittels Inspektion der Anordnung zwischen sp(p) und
tr(v) zu treffen. Dabei m&ge nicht iibersehen werden, daB die be-
merkenswerte Aquivalenz nur dann hilfreich sein kann, wenn die Exi-
stenz von sp(p) und tr(v) gesichert ist. An dieser Stelle erdffnet
sich ein umfangreiches und tiefgriindiges Forschungsgebiet innerhalb
der Informationstheorie, in dem noch viele Fragen offen sind. Wie im
nachfolgenden Paragraphen sichtbar werden wird, ist die Existenz-
frage bisher nur flir ausgewdhlte, aber zugleich anwendungsreiche

Klassen von Quellverteilungsfolgen p und Kanalfolgen v geldst.

7. Existenzaussagen filir Sperrigkeits- und Trennrate

(n) (1)®n

in Produktgestalt P auf Xn,

bezliglich deren die einzelnen Buchstaben des Quellalphabets X un-

7.1 Fir Quellverteilungen P

abhdngig voneinander verteilt sind, existiert die A-Sperrigkeitsrate

in der Form

sp, (#) = lim = log Sp}\(P(n)),
n

—00

stellt sich als von X unabhingig heraus, und stimmt mit der Entropie

gy = - 3 2@ ((xh) 109 2 (1x})
x€X
iberein.
7.2 Flir Kanalfolgen \)=(Q(n))nZl in Produktgestalt (ohne Ged&chtnis),

(), (@ n (1)

also mit Q wobei Q ein Kanal Xm®™Y ist, existiert

die Trennrate tr(v):=££(v)=zr(v) und stimmt mit der Kapazitdt von
(1)
Q

iberein:

tr(v) = c(o'M).
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7.3 Unter der Synthese der in 7.1 und 7.2 genannten Voraussetzungen

erhdlt man die in der klassischen Informationstheorie geldufige

Implikation
e M )y<cit) = per(v).

Um hinreichende Bedingungen an die Quellverteilungsfolge u bzw.
die Kanalfolge v dafiir stellen zu k&nnen, daB sp(u) bzw. tr(v) exi-
stieren, bendtigt man den verallgemeinernden Ubergang von endlichen
produktalphabeten x" auf abzihlbare Produktalphabete Xz, also auf
Mengen von abz&dhlbaren Folgen (xn)ne%=('"’X—Z’X—l’xo'xl'x2"") von

Elementen aus X.

5 ¢ ; &
7.4 Fliir Quellverteilungen P auf derartigen Alphabeten X fiihrt man

den Begriff der Stationaritdit oder allgemeiner der Periodizitdt ein und

zeigt unter dieser Zusatzbedingung die Existenz der Sperrigkeitsrate

sp(n) , wobei die Folgenglieder P(n)

von U als die Bilder Wn(P) von P
unter den Projektionen T, von Xz auf die endlichen Produktalphabete

" gewdhlt werden.

7.5 Fir Kandle Q:XDL$ anlassen sich ebenfalls Stationaritit und der um-
fassendere Begriff der Periodizitit definieren. Nimmt man noch die Eigen-
schaft des Abklingens (Stetigkeit) des Kanals mit hinzu, so ergibt sich

die gewlinschte Existenz der Trennrate tr(v), wobei die Folgenglieder

Q(n) von v gerade die Kompositionen Q[ﬂn] von Q mit den determini-

stischen Kandlen [ﬂn] (also Kandle annyxn) sind.
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